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SUR LES PARTITIONS NON CROISEES D’UN CYCLE
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Institut de Statistique des Universités de Paris, 9 Quai Saint-Bernard, 75-Paris-5éme, France
Regu le 13 avril 1971

Résumé, L’article définit les partitions d’un ensemble fini structur€ en un cycle qui possedent
la propriété qu’une paire de points appartenant 4 une classe et une paire de points appartenant
i une autre classe ne puissent jamais étre en disposition croisée. On établit que ces partitions
forment un treillis et 'on précise quelques-unes des propriétés descriptives et énumératives de
ce treillis; on en calcule en particulier la fonction de Mobius.

§1. Définitions

Dans tout ce qui suit, nous apellerons cycle le couple (M, ¢) formé
par

(1) un ensemble fini non-vide M de cardinal m,

(2) une bijection circulaire ¢ de M dans lui-méme, le mot “circulaire”
signifiant que pour tout x € M et pour touti € {I,2,....,m—1} ona
ci(x) # x. Les éléments de M seront appelés points.

Soit A une partie non-vide quelconque de M, et soit x € A. Si k, est
le plus petit nombre positif tel que ckx (x) € A, nous poserons
ckx (x) =d(x). 1l est clair que d(x) définit une bijection circulaire de 4
dans lui-méme; (4, d) est donc un cycle, dont nous parlerons comme de
la trace de (M, e) sur 4.

Pour tout couple (x, ) de points distincts de M, nous apellerons
8(x, ) (distance de x 4 y) le plus petit entier positif k tel que c¥(x) = y;
on a ainsi, pour toute-paire {x, y},

8(x, )+ 8(y,x)=m.

Etant donné deux paires disjointes {x,y} et {u,v}, nous dirons que
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ces paires sont croisées si |
et le plus grand des deux ¢
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entier 6(x,y) est compris entre le plus petit
ntiers 6(x, u) et §(x, v), qu’elles sont non-

Qoammm dans le cas contraire.

Deux parties disjointes

guelconques 4 et B de M seront dites non-

croisées s’il n’existe pas deux paires croisées qui soient incluses respec-

tivement dans A et B; en p
disjointes A et B est un sin
cessairement non-croisées.

articulier si I’'une au moins des deux parties
gleton (partie de cardinal 1), A et B sont né-

Dans certains cas nous ¢onsidérerons deux parties non-croisées 4 et B

de M qui posséderont la p1
tels que

xXEA, yEB, ¢

opriété suivante: il existe deux points x et y

x)e B, c(y)E A.

S’il en est ainsi, nous dirons que les deux parties A et B woa adjacentes.

Remarquons que 'une des
q

deux parties adjacentes peut étre un singleton

{x}; 'autre contient alors ¢(x) et ¢”1(x).
Etant donné un cycle (¥, ¢), nous appellerons partition non-croisée
de M une partition dont deux classes distinctes quelconques sont non-

croisées.
L’objet central de cet at

des partitions non-croisées.

ticle est I’étude des propriétés de 'ensemble

§2. Structure de treillis

Etant donné un cycle (M, ¢) et une partition quelconque P de M, nous

définirons comme suit une

nouvelle partition P, que nous appellerons

la fermeture non-croisée de P: les classes de P seront prises comme som-
mets d’un graphe non-orienté G(P), deux sommets de G(P) étant non-
adjacents si et seulement LH les deux classes correspondantes de P sont

non-croisées. Ce sont alors

les sommets de chacune des composantes con-

nexes de G(P) qui définissent les classes de P 4 réunir pour former
chacune des classes de P. (En d’autres termes, si deux classes se croisent

on les réunit en une seule,

et ainsi de suite jusqu’a ce qu’il n’y ait plus
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que des classes non-croisées.) Toute partition P de M est évidemment
plus fine (au sens large*) que sa fermeture non-croisée.

Théoréme 1. Etant donné une partition quelconque P de M, toute par-
tition non-croisée moins fine que P est également moins fine que la fer-
meture non-croisée de P.

Démonstration. Si Q est une partition moins fine que P, toute classe 4
de P est incluse dans une classe B de Q; soient alors B, et B, deux classes
distinctes de Q et soient 4; et A, deux classes de P telles que

A, C B, 4,CB,.

Si la partition Q est non-croisée, B, et B, sont non-croisées, donc aussi
A, et 4,. Il en résulte que chaque fois que deux classes de P se croisent,
elles sont incluses dans une méme classe de Q. De proche en proche, on
voit que chacune des composantes connexes de G(P) a pour sommets
des classes de P incluses dans une méme classe de Q. Ainsi toute classe

'de la fermeture non-croisée de P est incluse dans une classe de Q, ce qui

établit le théoréme 1.

Il est bien connu que Pensemble {P, O, ...,} de toutes les partitions
d’un ensemble donné forme un treillis, dont nous noterons les deux opé-
rations P A Q (la moins fine des partitions plus fines que P et Q)et
P v Q (la plus fine des partitions moins fines que P et Q)

Théoréme 2. Si P et Q sont deux partitions non-croisées, il en est de

méme de P A Q.

Démonstration. Toute classe de P A Q est intersection d’une classe de

P et d’une classe de Q. Or deux classes quelconques de P sont par hypo-
thése non-croisées; il en est donc de méme de leurs intersections respec-
tives avec une classe quelconque de Q, et, a plus forte raison, avec deux
classes distinctes de Q.

* Nous utiliserons toujours dans ce qui suit, les expressions “moins fine” et “plus fine” dans
Jeur sens large, sauf 4 mentionner explicitement le contraire.
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Théoréme 3. Si P et Q sont deux partitions non-croisées, toute partition

non-croisée moins fine que P et que Q est moins fine que la fermeture
non-croisée de P v Q.

Démonstration. Toute partition moins fine que P et Q est moins fine
que P v Q (par définition de P v Q). Si une telle partition est également

non-croisée, elle est Bowﬁm fine que la fermeture non-croisée de P v(Q en
vertu du théoréme 1.

Il résulte des théorémes 2 et 3 que les partitions non-croisées de M
forment un ensemble T,, qui a lui aussi la structure d’un treillis. 11 est

(abed)

(abc,d) (a,bed),

Am._u..n.n_v

Fig. 1.

§ 3. Partitions serrées, partitions complémentaires 337

cependant a remarquer que T, West pasen général un sous-treillis du
treillis de toutes les partitions de M. La fig. 1 représente le treillis T4
pour M formé des quatre points 4, b, ¢, d pris dans Pordre cyclique.

§3. Partitions serrees, partitions complémentaires

En vue de étude de certaines propriétés de T, il est intéressant de
considérer une espéce particuliere de partitions non-croisées. Soit un
cycle (L, €) ou L est un ensemble de cardinal 2m et e une bijection cir-
culaire de L dans L; nous considérerons L comme partitionné en deux
classes de cardinal m, 'une formées des points X, e2(x), e*(x), ... (points
pairs), 'autre des points e(x), e3(x), ... (points impairs).

Cela dit, nous appellerons partition serrée de L toute partition r satis-
faisant aux conditions suivantes:

(a) R est une partition non-croisée,

(b) chaque classe de R est formée de points d’une méme parité,

(c) quel que soit x, les deux classes qui contiennent respectivement
x et e(x) sont adjacentes (au sens défini au §1).

Toute classe A d’une partition serrée R a une ou plusieurs classes ad-
jacentes; en fait, il est aisé de se rendre compte qu’il y en a autant que
de points dans A. On voit également sans peine que si ’on chemine a
partir de 4, de classe en classe par adjacences successives, on peut at-
teindre n’importe quelle classe de R et on ne peut jamais (2 moins de
rebrousser chemin) revenir en A. I en résulte que les classes de R, avec
leurs adjacences, définissent un arbre. Or le nombre d’arétes de cet arbre,
cest-a-dire le nombre de paires de classes adjacentes, est égal a m; en ef-
fet, chacune des 2m paires {X, e(x)} intervient dans une adjacence et
chaque adjacence fait (par définition) intervenir deux telles paires.
L’arbres des classes, ayant m arétes, adoncm + 1 sommets. Toute parti-
tion serrée de L est ainsi une partition en m + 1 classes; la fig. 2 donne
un exemple correspondant am = 8.

De cette remarque telative aux partitions serrées de L résulte une
propriété de 'ensemble des partitions non-croisées de M. En effet soit

P une partition non-croisée de M en h classes non-vides. Le cycle (M, ¢)

peut toujours étre consideré comme la trace sur M d’un cycle (L, e),
avec 2 = ¢, ce qui revient a intercaler entre les m points de M, consi-
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Fig. 2.

.mmamooBE@cm:m, mcﬁmnﬁ amco::mmavm:mmo::macsmc:a cycle
(M', ¢") isomorphe a (M, %.

Or & partir de la partition P de M on peut 8&..0:3 compléter, par
adjacence, une partition m,m:mo R de L, dont la restriction 3 M' sera une
partition non-croisée P’ aT M'. Cette derniére aura m + 1 — A classes puis-
qu’il y a au total m + 1 classes dans R. On voit ainsi qu’il y aura autant
de partitions non-croisées de M en % classes que de partitions non-

croisées de M (ou de M") wb m —h + 1 classes; nous calculerons plus
loin le nombre exact de ces partitions,

Indiquons pour 'instant une traduction de cette propriété en langage
algébrique. Etant donné le cycle (M, ¢) et une partition non-croisée P de
M, on peut 2 cette partition faire correspondre une bijection p de M
dans M am.mam comme suit: tout point x de M aura pour image p(x) le
premier ¢!(x) (i > 0) qui appartiendra 4 la méme classe que x. Dans ces
conditions, on s’assure sans difficulté que la partition appelée plus haut
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P' est isomorphe a une partition non-croisée de M (et non plus de M,
dont les x sont isomorphes aux e(x) correspondants), et que cette parti-
tion P’ peut étre définie par

p'=cpt,

comme la partition P avait étre définie par p. En répétant ’opération, on

" trouve

p'=cpl =c(pcl)=cpcl.

On retombe alots non plus sur la partition P dont on était parti, mais sur
la partition qui s’en déduit si I’on en transforme tous les points par c.
Enfin une autre conséquence de la remarque relative aux partitions
serrées est la suivante: si ’on appelle complémentaires la partition P de
M et la partition P' de M', tout singleton {x} de 'une des deux parti-
tions, par exemple P, est adjacent 4 une classe de P’ qui comprend les
deux points e(x) et e’1(x). Or ces derniers sont consécutifs dans M’ puis-
quee=e2-¢1 =¢- ¢’1, Inversement, toute classe de P' qui comprend
deux points consécutifs ¥ et c(y) est adjacente au singleton {e(y)}. On
en conclut notamment que si la partition P n’a pas de singleton, aucune
classe de P’ ne comprénd deux points consécutifs (nous dirons que P’
est une partition “diluée’). Il s’ensuit que, s’agissant de partitions non-
croisées, le nombre de partitions “diluées” de M en « classes est égal &
celui des partitions “‘sans singleton” de M' (oudeM)enm —a + 1
classes. Nous préciserons plus loin ce nombre en fonction de m et de .

84. Partitions de type donné
Nous dirons qu’une partition quelconque P est d’un type donné si
'on spécifie, pour tout entier positif £, le nombre s;, de classes de P qui
ont pour cardinal k. Nous désignerons le type par la suite des entiers

Y =((51, 535 - Sgor - D).

Si P a & classes non-vides en tout, on devra évidemment avoir
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Sp Syt ts T =h,

S;+ 25, .tk . =m

Une autre maniere de spécifier le type Y est d’écrire 1a suite de Young

Y= Aw\wwwxwu...u.w,\}vu
ﬁ
|

qui énumeére les cardinaux des % classes dans un ordre non-croissant

Nous noterons [, 2]} |’ensembl )
’ e des types de partiti
classes (non-vides). p p :,_onm deMenh

Théoréeme 4. Si Y € [Im, hll,le n £
. ed. , ) ombre de partitions non-croisé
qui sont de type Y est égal a croisces deM

AEVNIH

v(Y)= —————
(¥ sitsyt st

Umao . 92 212z . Y .
nstration. L’énoncé équivaut a affirmer que si ’on compte non

pas simplement les partitions non-croisées elles-mémes, mais les parti-

tions non-croisées Jagnées d’un éti i
accompagnées d’un étiquetage des parties de méme

cardinal, leu it étre égal 3 i
, leur nombre ao;f o”:o égal a (m);, _,. Il revient au méme de

MoEMSq les différentes Bw:_mam de spécifier sur M une suite de h parties

1»A4,, ..., Ay, de cardinaux successifs imposés a,, a

y PR " ] 10 g, ..., @y, telles que
1»---» Ay} soit une partition non-croisée de M. C’est ce que nous

ferons dans ce qui suit. Le principe de la démonstration sera une té-

currence sur m.
Etant donné une partiejnon-pleine quelconque A de M, nous appelle-

ﬁ,o:.m lacune de A toute succession maximale de points ao,E — A, Cest-

a-dire toute suite x, c(x), /., ck—1(x) d’éléments n’appartenant mmw a

A telle que ¢™1(x) € 4 et ¢¥(x) € A. Nous appellerons x.et c¥~1(x) le

.com..ﬁ.N.E.:.& et le point final de la lacune; il peuvent éventuellement
coincider.

Si A est une des classes|d’une partition non-croisée P, toute autre
classe A’ de la méme partition P est incluse tout o:amqo, dans une la-
cune de A; car si deux éléments u et v de A’ appartenaient a deux la-
cunes distinctes, la paire {u, v} serait nécessairement croisée avec A.

g
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Toute lacune C d’une classe A de P est ainsi une réunion de classes de
P. Ces classes forment d’ailleurs une partition non-croisee de C, silon
convient de définir sur C un cycle qui soit la trace de (M, ¢). Notamment
si Pon considére la partie A, d’une partition non-croisee

P={Ay,Ag s Ap_ 1 Ay}, et que cette partie ait I lacunes, chacune de

ces lacunes aura pour cardinal une somme d’entiers positifs pris parmi les
termes de la suite @y, @, ..., @y —1-

Calculons d’abord combien il existe dans M de parties A ayant [ la-
cunes, étiquetées Cy, Cy, ..., Gy et de cardinaux respectifs imposés
€1, € s €1 A est alors de cardinala =m — (¢ + ... +¢;). Une fois placée
C,, ce qui est possible de m maniéres (par exemple les m positions du
point initial deC)ilya (I — 1)! manieres de spécifier I’ordre de rencon-
tre apres C, des ! — 1 autres lacunes. Tl reste alots  spécifier combien de
points de A seront placés entre chaque lacune et la suivante, ¢’est-a-dire
3 définir une suite de [ entiers positifs de somme @; on sait que cela est
possible de a- J maniéres. Finalement, le nombre de manidres de dé-

-1
finir A est égal au produit

m(l— 1) ﬁu& =m@—1)_1-

Notons que ce nombre ne dépend, pour M donné, que du cardinal a
de A et du nombre ! de lacunes, sans faire intervenir les cardinaux parti-
culiers de celles-ci.

Pour compter les fagons de placer sut M des parties Ay, A, s Aps de
cardinaux imposés aj, ay, ..., G, QUi constituent une partition non-croisée
P, fixons-nous d’abord arbitrairement ie nombre I de lacunes de 4,. Pour
chacune des m(a,— 1);_ possibilités relatives 4 A, I'ensemble
{1,2,...., h — 1} des indices des autres classes A; va se partitionner en !
classes D; (j € 1,2, ...,I}), dont chacune cotrrespondra a tous les A; in-
clus dans une méme lacune C; de A,; désignons cette partition de
{1,2,..,h—1}parR = {Dy, Dy, -, D;}. Le cardinal ¢; de la lacune C;
est égal a

ﬁ.\. = M V NNN. "Qb..
; ]
ieDj

Les classes A; telles que i € D; constituent, on I'a fait remarquer, une
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une partition non-croisée de C; en d; classes (d; = card D;). Comme a

en tant que cardinal d’une lacune, est certainement < §\I I,on coﬁb mo
mw:i de I’hypothese de récurrence pour affirmer que le nombre de ma-
nieres de placer dans C; les 4; pour lesquels i € D; est égal & (ap )y, ;.
h.@ nombre total de maniéres de placer 4, 4,, ..., 4, _;, pour c\:@\mmw-
tition R donnée, est ainsi

!

i=1 -1
Si, en laissant [ fixe, on fajt décrire 4 R ’ensemble de toutes les partitions
de {1,2,...,h~1} enl ojwwamv on peut calculer la somme des X en se
servant d’une identité formelle, pour la démonstration de laquelle nous
renvoyons a [2]. En vertu de cette identité, cette somme est égale a

h-2 _(n-2
ATHV (@ *tayt..*ay_Dp_j_1= ATHV m—ap)y_;_1.

|

Emoowmcq\xczmo_mmmmkgamomq&:m_ §w:moz:mmm:mwmqa:omwl_
autres classes dans ces ! HMTEom de facon qu’elles en forment des parti-
tions non-croisées, cela mm#ﬁ finalement possible d’'un nombre de maniéres
égal a \
. |

m(ay, — CTHA*N_HWV (m—ap)y—y-1 = §®uwv @ =1y _iMm—=ay)y_z_q-1)

Cette expression, si enfin lon la somme par rapport & / (formule du bi-
nodome de Vandermonde), 19:6

m(m — 1), _o=(m)y _y;

) C s . . . .
c’est bien 14 'expression m”‘w::osooov ce qui termine la démonstration du
théoréme 4. *

Corollaire 4.1, Le :oSvium total de partitions non-croisées d’un cycle de
m points en h classes est égal a

031‘ D! m!
(h—DVR (mEm m—h+ 1)

|

!
7

=y(m—1,h-1).
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Démonstration. Cela résulte du théoréme 4 et du fait bien connu que
S g (n)
Yeim k] MMMNM h-1

Cette formule exprime, rappelons-le, que parmi les GN HHJ suites de Z

" entiers positifs de somme 1, le nombre de celles qui pour tout kK ont s,

termes égaux 4 k est égal au multinominal A: ﬁ v

L’expression méme de y(m — 1, A — 1) confirme le résultat obtenu au
§3, a savoir qu’il y a autant de partitions non-croisées de M en h classes
quen m— h + 1 classes.

Corollaire 4.2. Le nombre total de partitions non-croisées d’un cycle de
m points est égal au nombre (dit “de Catalan”)

_ 2m)!
T = lm+ D

Démonstration. On obtient ce nombre par sommation, pour 2 €
{1,2, ..., m}, de 'expression y(m — 1, A — 1); le fait que cette somma-
tion donne le nombre de Catalan est facile 3 établir et, du reste, bien
connu; cf. [3] par example.

§65. Partitions diluées et partitions sans singleton

Pour toute partition non-croisée P (autre que la partition triviale) de
M en h classes, appelons arc toute succession maximale de points d’'une
méme classe de P, et considérons Iensemble N, de cardinal #, des points
initiaux de tous les arcs. Il est clair que la trace de P sur N est une parti-
tion diluée de N en h classes (le cycle sur N étant la trace du cycle sur
M). Appelons alots w(n, k) le nombre de partitions diluées d’un cycle de
n éléments en & classes.

Puisqu’il y a A ﬂv maniéres de spécifier sur M les n points qui formeront
N, le nombre total de partitions non-croisées de M en & classes pourra
§’écrire

om—1,h—1)= 2 ﬁv w(n, h),

n=h
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ce qui donne immédiatement
(m)y(m —Dpla _ > @B tkh)
Q\N|_v.\\~_ S Q\N+\Av_ A§vw+ww
puis, apres simplification par (m)y,,
(m—1),_,=0"—-1!h! > wn+k k) —
o mrlr T

Mais une telle expression
.termes (m — h);, est néces
mule de Vandermonde:

m—=1),_,=

de (m — 1),,_, comme combinaison linéaire de
sairement identique a celle donnée par la for-

2 AGNVQT D _ g (m—h).

k>0

On en conclut WEBm&m&Eo:H que

(h+ !

wh+k h)= ;

d’ou il est facile de repass

- DK (k+ D) (h—k—2)!°

er en w(n, i), dont le tableau 1 donne les pre-

mieres valeurs. Le nombre w(m, a) répond a la question laissée en sus-

pens au §3 sur le nombre

de partitions diluées de M en « classes; le méme

:.0539 n& peut étre lu w(m, m —§ + 1), compte le nombre de parti-
tions sans singleton de M en §=m —a + 1 classes.

Il est a remarquer que
viennent comme coefficie

es nombres du tableau 1 sont ceux qui inter-
nts (ou plus exactement sommes des coeffi-

Tableau 1

w(n, h) n=2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
h=2 1

3 1 2

4 1 5 5

5 1 9 21 14

M 1 14 56 84 42

1 20 120 300 330 132

—
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cients des termes de méme “‘poids”) dans les expressions donnant les b
en fonction des a lorsque

y=x(1 —a;x —ayx2 — ... — X" — ),
x=p(l+byy+byyr+ . +b,x"+ ..

voir 4 ce sujet [11, [5] et [6].

En outre, les sommes des w(#, ) par rapport & 1, pour les & succes-
sifs, sont les nombres qui résolvent le probléme dit parfois des “paren-
thésages de Schroder” (cf. [81). On peut retrouver expression de ces
nombres grice & la remarque suivante: toute partition sans singleton
de M en B classes est d’un type Y' défini par une suite de Youngde 4
termes tous > 2. En diminuant d’une unité tous les termes de Y', on ob-
tient une suite de Young Y appartenant & {[m — B, 811. Le nombre
cherché est donc (théoréme 4)

(m)g_1q
s;tsyt sl

2 (Y= 2
la sommation dans ies deux membres, ¢tant étendue 2 tous les Y tels

que Y€ [Im—g,p1. St ’on tient compte de ce que ¥ = ((515253---)
équivaut 2 Y' = ((0 $187...)), on est conduit a

e W]

m~ S1 §3 .. Sk .-
ou MA: % k. w...vmmﬁ le nombre total de p-compositions de I’entier m — 5,
soit Asuﬁu_l J , ce qui fait retomber sur Pexpression trouvée.

§6. Suites monotones et cheminements dans T,

Théoréme 5. Le nombre de maniéres dont on peut définir dans T,, une
suite de r — | partitions dont chacune soit plus fine (au sens large) que
celle qui la précéde est
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(mr
S\Q\F \v = |3N\_|

Démonstration. w(m, 1) est égal 4 1 par convention naturelle et w(m, 2)

se réduit évidemment au [cardinal de T ,,, qui, on I’a vu, est le nombre de
Catalan ,

Q2m)! (2m)p, _y

m! (m + 1)! m!

.L’expression annoncée de w(m, r) est donc vraie pour r = 1 et pourr = 2;

nous allons montrer que si elle est établie jusqu’a la valeur r du deuxiéme

mﬁwcgo:r. alors elle est vraie aussi pour la valeur  + 1.Remarquons pour

QM a n.cm sionl m@@o.:o Py, P,..., P, une suite de r partitions telles nsm.h. soit

plus fine que P; _; (i € {2, 3, ..., r}, et si P; est une partition donnée P de

type ((s;, Sy, ..;.&? ..)) € |[[m, k11, le nombre de maniéres de spécifier

le reste de la suite est le produit I1 des nombres w(k 4, r) pour les diffé-

rentes classes A de P;.
Supposons que la partition initiale donnée P soit de type

Y =((s; 55... 5 ...)) € Im, k]]. Le produit des w(k, r) est alots égal 4

IL, = [w(l,n)") w2, N1%... [wk NI ...

Par suite de 'hypothése @4@ récurrence, on peut écrire

_ [(r)p]° LS;:& e [P 15
Y (A1 212 .. (k1Y .. .

Si au lieu de spécifier P oaﬁw en spécifie seulement le type Y, le produit

I

I1, est & prendre autant de fois qu’il existe de partitions non-croisées de
ce type Y, c’est-a-dire, en dmlﬁ du théoréme 4,

(m)y, _y
sptsylis !t

fois. Le nombre de possibilités est ainsi égal &
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(MY 1 111 12172 ... (k) _1 1% ...
(1158, (22 551 oo (KD 53] o

_ e
(m—h+1)!

()15 120112 o [y 1% s

@(Y) est Pexpression bien connue du nombre total de partitions de
type Y d’un ensemble fini donné.

Si enfin, au lieu de donner le type Y dans [[m, k], on fait décrire &
Y cet ensemble [[m, k1, il faudra calculer, comme numérateur d’une
fraction de dénominateur (m —h + D!, la somme

S (¥ [ (@01 [Uer)y_y 1% ..
vem hl

Mais puisque ¢(Y) est le nombre total de partitions de type Y d’un en-
semble de cardinal m, la somme ci-dessus apparait comme un cas parti-
culier du premier membre de identité déja utilisé au §4, a savoir le cas
ou les m variables Xx; sont toutes égales a r: la somme X4 pour une classe
A de cardinal k est égale a kr, et la pattie soulignée est égale au produit
qui a été noté Xp dans I'identité utilisée..

La somme cherchée n’est autre que la somme de ces Xp étendue a
toutes les partitions P en k classes non-vides, et I'identité nous indique
la valeur de cette somme; aptes réintroduction du dénominateur
(m—h + 1), on trouve ainsi un nombre total de possibilités égal a

m—h+D!  mr+l \k-1] “mrtl

m—1
mr
ANIH,‘A dm—h - 1 Ail—v cm—¢h-1
Tel est donc le nombre de suites Py, Py, ..., Py cherchées si 'on impose
4 la partition non-croisée initiale P; de comporter h classes non-vides.
1l suffit de sommer cette derniere expression pour A variant de 1 am,
ce qui se fait sans difficultés, pour obtenir le nombre final de possibilités

[m(r+Dlp-1
m!

wim, r+1)=

le théoréme est ainsi établi.
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Corollaire 5.1. Le :o§3m
chacune est strictement pl
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de suites de r — 1 partitions non-croisées dont
us fine que celle qui la précéde, la premiere

ayant au moins deux classes et la derniére en ayant au plus m — 1, est

égal &
(rm),, _,

m! x@

m!

[(r—1m],, 4

[((r—2)ym],, 4
m!

+Amv |:.+A|$T;@P

différence r-iéme, pour x = 0, du polynome (mx),, _1/ml.

Démonstration. Ce corollaire s’établit immédiatement a 1’aide du
principe d’inclusion-exclusion.

Corollaire 5.2. Le nombre
tion triviale (en 1 classe) a

de cheminements joignant dans T,, la parti-
la partition discréte (en m classes) est mm—2.

Démonstration. Cela &ms%m du corollaire 5.1 appliqué au cas ou
r=m-—1.Dansle woa\sgﬂfo (mx),, _1, qui est de degré m — 1 en x,

seul le terme de degré m —

1 en x, qui est égal 4 mm~1xm~1 3 une dif-

férence (m — 1)-iéme non nulle: cette différence est égale & mm—1(m — D!,

ce qui apres division par m

! donne bien mm -2,

Le méme résultat a été établi par Poupard [4] par un procédé met-

tant ces chemins en _ud.oom
donnés.
§7

Théoréme 6. La fonction ¢
et M (partition triviale), es

p(0, M) = (- 1)™

Démonstration. La démon
sur m.

* Cf. Rota [7].

on avec ’ensemble des arbres 4 m sommets

Fonction de Mébius*

le Mobius de T, entre O (partition discréte)
¢ égale a

@Qm—=2)!  m)yy_y
(m—D'm! -

—1 0

m! m:

Stration se conduit cette fois par récurrence

),
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Tout élément P de T, définit le sous-treillis Cp des partitions plus
fines que P.

SiP={A,,4,,..,4,}, avec h < m — 1, et si les cardinaux des classes
correspondantes sont 4y, a,, ..., @, Tp est isomorphe au produit des
treillis T, X ﬂnu X ... X T, ; et par conséquent la fonction de Mobius
de T,, entre O et P est égale au produit 6, 6, ... 0,

SiPestde type Y = ((s1, S, .., S, ...)) € [Im, h1l, ce produit est égal
a

s _ Sy _ .nNn
w0,p) = oy o3 = LD TED T L0 I T
(A1 )2 (k)R L

Or les partitions de ce méme type Y sont, avm@aw e théoréme 4, en
nombre total
m! 1
m—h+D! s;tsylsg! o

La somme des valeurs correspondantes de u(0, P) est donc

w(Y)

T L Dol I=210% o [ Ry 1

expression de méme forme que celle rencontrée a propos du théoréme
5 et avec la méme signification de ¢(Y'), mais remplacement de r par —1.

Si maintenant le type Y n’est plus spécifié, mais que I'on fasse dé-
crire & Y ’ensemble [Im, A]], le calcul de la somme des u(0, P) corres-
pondants se conduit comme précédemment, et fait toujours appel a la
méme identité, mais avec toutes les variables x; égales 4 —1. On trouve
ainsi I’expression .

(o) Cmomen

(m—h+1)

Pour trouver u(0, M), on sait qu’il faut sommer Uexpression ci-dessus

~ pour & variant de 2 a m, puis changer le signe de la somme. Pour s’as- .

surer que I’on trouve ainsi 8,, = (—m),, _;/m! qui n’est autre que la
méme expression pour # = 1, il suffit de montrer que
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m (T ) (~m)y,
z ?L;Lic_ -=0.

Mais cela résulte du fait que le premier membre peut se mettre sous
la forme

..— m
A||§+|H§ MV Awmv A:vlcvslw,

k=0

avecu=m—1et ~f =_—m + 1, ce qui donne bien 0 en vertu de la formule
binominale de Vandermonde. Le théoréme 6 est ainsi démontré.
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Résumé. Une k-coloration d’un graphe est une partition de ses sommets en & classes ainsi qu
deux sommets qui appartiennent a une méme classe ne soient pas adjacents.

Dans ce travail on obtient le nombre maximal de 3-colorations des graphes connexes qui
le nombre chromatique égal 4 deux ou A trois et on caractérise ces graphes maximaux.

La terminologie qui sera utilisée dans cet article est celle du livre [

Une coloration du graphe G a k couleurs ou une k-coloration est u
partition de ses sommets en k classes non-vides telle que deux somme
appartenant 4 une méme classe ne soient pas adjacents,

Dans un autre travail ([5]) nous avons démontré que pour un grap
G a n sommets et de nombre chromatique égal a &, le nombre maxim
des k-colorations de ses sommets est égal 4 k*~* le seul graphe pour
quel cette borne supérieure est atteinte étant celui composé d’une k-
clique et de n—k sommets isolés, c’est-a-dire le graphe unique ayant
¥(G) = k et un nombre minimal de AM ) arétes.

On pose le probléme d’obtenir le nombre maximal de colorations
minimales pour d’autres classes de graphes, comme par exemple pour
les graphes connexes our pour les graphes qui n’ont pas de sommets
isolés. Dans ce qui suit on obtient le nombre maximal de 3-coloratior
d’un graphe connexe.

Nous notons par Oo_w (G) le nombre de 3-colorations d’un graphe ¢

Proposition 1. Si le graphe G a n> 3 sommets est connexe et de nom
chromatique v(G) = 2, alors Col(G) < 2n=2 _ 1, les seuls graphes co

* Version revisée regue le 12 juillet 1971,



